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For a real algebraic number % of degree D, it follows from results of W. M.
Schmidt and E. Wirsing that for every =>0 and every positive integer d<D there
exist infinitely many algebraic numbers : of degree d such that |%&:|<
H(:)&d&1+=. Here, H denotes the na@ ve height. In the present work, we provide
very precise additional information about the height of such :’s. We also give a
sharp approximation property valid for almost all real numbers (in the sense of
Lebesgue measure) and show with an example that this cannot be satisfied by all
real transcendental numbers. Further, as an application of our main theorem, we
extend a previous result of E. Bombieri and J. Mueller in showing that, for any
given real algebraic number %, there exist infinitely many real number fields K for
which precise information about effective approximation of % relative to K can be
given.  2000 Academic Press
1. INTRODUCTION
En 1961, E. Wirsing [22] a montre que si le nombre complexe % n’est
pas alge brique de degre infe rieur ou e gal a D (D2), alors, pour tout
entier d # [2, ..., D], il existe une infinite de nombres alge briques : de degre
majore par d ve rifiant
|%&:|H(:)&d4, (1)
ou H(:) de signe la hauteur na@ ve de :. Ces dernie res anne es, plusieurs
re sultats de cette nature ont e te obtenus par G. Diaz, M. Laurent, D. Roy
et M. Waldschmidt [6, 810, 14]. Notamment, M. Laurent 6 D. Roy [9],
Corollaire 1, ont prouve que, sous les hypothe ses supple mentaires D27
et d26, il existe une infinite de nombres alge briques : ve rifiant
0.001ddeg(:)d et |%&:|H(:)&d1000. (2)
doi:10.1006jnth.2000.2517, available online at http:www.idealibrary.com on
15
0022-314X00 35.00
Copyright  2000 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
L’existence de suites infinies de bonnes approximations alge briques de
nombres transcendants, combine e a des mesures pre cises d’approximation
simultane e, permet d’obtenir de nouveaux e nonce s d’inde pendance alge bri-
que, comme l’ont re cemment montre D. Roy 6 M. Waldschmidt [1315],
ainsi que P. Philippon [11].
Nous nous inte ressons ici dans un premier temps a l’approximation des
nombres-alge briques re els par des nombres alge briques de plus bas degre .
Dans ce cas, (1) a e te ame liore et comple te par W. M. Schmidt (cf. [16],
Theorem 7I), comme l’une des nombreuses conse quences de son the ore me
du sous-espace: il a de montre , a l’aide d’une autre estimation de E. Wirsing,
que si % est un re el alge brique de degre strictement supe rieur a D (D2),
alors, pour tout =>0, il existe une infinite de nombres alge briques re els :,
de degre majore par D, tels que
|%&:|<H(:)&D&1+=. (3)
Ce re sultat est presque optimal, dans le sens ou l’on ne peut pas remplacer
= par un re el strictement ne gatif. En outre, sous ces hypothe ses, le
Corollaire 1 de [9], ou degre et mesure de Mahler sont se pare s, s’applique,
et permet ainsi de prouver l’existence de bonnes approximations alge bri-
ques satisfaisant des contraintes varie es. Dans le pre sent travail, nous
apportons des informations pre cises concernant la hauteur et le degre
des solutions : de (3), informations qui restent valables pour l’approxi-
mation de presque tout nombre re el % (au sens de la mesure de
Lebesgue).
Dans un second temps, nous pre sentons un e nonce me trique qui comple te
le re sultat de [9]: nous parvenons a contro^ler pre cise ment, non seulement
le degre (comme dans (2)), mais e galement la mesure des approximants de
presque tout (au sens de la mesure de Lebesgue) nombre re el. Ne anmoins,
comme le montrent plusieurs contre-exemples, on ne pouvait espe rer
obtenir un re sultat plus ge ne ral.
Enfin, nous reprenons une ide e de E. Bombieri 6 J. Mueller [4] et, a
l’aide de leur version du principe de Thue, nous de duisons de notre re sultat
principal de nouvelles informations concernant l’approximation effective
des nombres alge briques re els. Ainsi, nous de montrons que si % est un
re el alge brique de degre D3 et si ’ est un nombre strictement positif,
alors il existe une infinite de corps quadratiques re els K tels que la
mesure d’irrationalite effective de % relativement a K est infe rieure a
2D3+’.
Nous avons choisi d’e tudier l’approximation des nombres re els. Nous
e nonc ons cependant les re sultats correspondant dans le cas complexe, sans
de tailler les de monstrations, qui reposent sur les me^mes ide es.
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2. NOTATIONS ET PRINCIPAUX RE SULTATS
Nous utilisons les notations usuelles, a savoir que si P(X ) est un
polyno^me a coefficients entiers s’e crivant
P(X)=ad X d+ } } } +a1 X+a0=ad ‘
d
i=1
(X&: i)
avec ad>0, on note H(P) sa hauteur na@ ve
H(P)= max
0 jd
|aj |,
et M(P) sa mesure de Mahler
M(P)=ad ‘
d
i=1
max[1, |: i |].
Ces deux mesures ve rifient l’encadrement (cf. [8])
2&d H(P)M(P)H(P) - d+1. (4)
A l’instar de M. Laurent 6 D. Roy [9], on note
+(P)=log M(P).
Si : est un nombre alge brique de polyno^me minimal P(X), la hauteur de
: et sa mesure de Mahler sont de finies par, respectivement, H(:)=H(P) et
M(:)=M(P). En outre, on pose +(:)=+(P) et on de signe par h(:)=+(:)d
la hauteur logarithmique de Weil de :.
Avant d’e noncer les The ore mes 1 et 2, il convient de rappeler brie vement
les re sultats connus jusqu’a pre sent, et pour cela d’introduire les notations
suivantes.
De finition. Soient d1 un entier et % un nombre complexe. On note
wd (%) la borne supe rieure des nombres re els w pour lesquels il existe une
infinite de polyno^mes P a coefficients entiers, de degre majore par d,
ve rifiant
0<|P(%)|H(P)&w.
De me^me, on note wd*(%) la borne supe rieure des nombres re els w* pour
lesquels il existe une infinite de nombres alge briques :, de degre majore
par d, ve rifiant
0<|%&:|H(:)&w*&1.
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Pour tout entier d et tout re el %, on voit facilement (cf. [16], page 44)
que
wd*(%)wd (%), (5)
et la minoration wd (%)d, valable si % n’est pas alge brique de degre d,
de coule du the ore me de Minkowski. E. Wirsing [22] est le premier qui soit
parvenu a estimer wd* en fonction de wd et il a montre que pour tout entier
d et tout nombre re el % qui n’est pas alge brique de degre infe rieur ou e gal
a d, on a
wd*(%)wd (%)&d+1,
wd*(%)
1
2
(wd (%)+1),
wd*(%)
wd (%)
wd (%)&d+1
. (6)
De son ce le bre the ore me du sous-espace (cf. [17], chapter VI), W. M.
Schmidt de duit que tout nombre alge brique re el % de degre strictement
supe rieur a d ve rifie wd (%)=d, et il obtient wd*(%)=d, gra^ce a (5) et (6).
Ainsi, pour un re el =>0, il existe une infinite de nombres alge briques : de
degre d ve rifiant
0<|%&:|H(:)&d&1+=. (7)
Ceci est clair si d=1 et de coule de w*d&1(%)<d si d2. Cependant ce
re sultat est ineffectif, en ce sens qu’il ne permet pas de de terminer explicite-
ment un nombre re el H tel qu’il existe un nombre alge brique :, de degre
d et de hauteur majore e par H, ve rifiant (7). Le The ore me 1, me^me s’il
conserve ce caracte re ineffectif, apporte des renseignements pre cis sur le
degre et la hauteur des solutions de (7). Il s’applique en fait a une classe
de nombres re els beaucoup plus e tendue que l’ensemble des nombres
alge briques, mais ne traite pas le proble me de l’approximation par des
nombres rationnels, couvert par le the ore me de Dirichlet.
The ore me 1. Soient d2 un entier et % un re el qui n’est pas alge brique
de degre d. On suppose que wd (%)=d et que wd&1(%)<d. Soient = et * des
re els ve rifiant 0<=<*<d. Alors, il existe un re el H1 , ne de pendant que de
%, * et =, et, pour tout HH1 , un nombre alge brique re el : ve rifiant
deg(:)=d, H1&=*H(:)H et |%&:|H(:)&d&1+=.
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Dans tout ce travail, les re sultats me triques sont relatifs a la mesure de
Lebesgue et l’expression ‘‘presque tout’’ est a prendre au sens de la mesure
de Lebesgue sur R ou sur C, suivant le contexte. En re ponse a une conjec-
ture de K. Mahler, V. G. Sprindz uk (cf. [19], page 63) a prouve que pour
presque tout re el % et pour tout entier d1, on a wd (%)=d et donc
wd*(%)=d, gra^ce a (5) et (6). Ce re sultat est lui aussi ineffectif (dans le
me^me sens que celui de W. M. Schmidt, e nonce ci-dessus), mais comme les
hypothe ses du The ore me 1 sont ve rifie es, on obtient des renseignements
qualitatifs nouveaux sur les bonnes approximations de %.
Corollaire 1. Soient d2 un entier et =>0 un re el. Pour presque tout
re el %, il existe un re el H2 , ne de pendant que de %, = et d, et pour tout
HH2 , un nombre alge brique re el : ve rifiant
deg(:)=d, H1&=(d&1)H(:)H et |%&:|H(:)&d&1+=.
Remarque. Comme l’a note E. Wirsing [22], si % est un nombre alge brique
re el de degre D, alors il existe deux constantes explicites }1>0 et }2>0,
ne de pendant que de %, telles que tout nombre alge brique : de degre au
plus e gal a D&1 ve rifie
|%&:|}1 H(:)&D+1,
et qu’une infinite de tels : soient solutions de
|%&:|}2 H(:)&D+1.
E. Bombieri 6 J. Mueller ([4], Theorem 2) ont donne une de monstration
nouvelle de ce re sultat, qui repose sur le the ore me des minima successifs de
Minkowski.
Jusqu’a pre sent, on ne disposait d’aucun e nonce vraiment satisfaisant
d’approximation simultane e ge ne ralisant le re sultat de E. Wirsing [22], dans
le sens ou l’on ne pouvait pas imposer que la mesure des approximants ve rifie
des contraintes pre cises. Cet obstacle est leve dans les e nonce s ci-dessus: le
corollaire suivant de coule imme diatement du The ore me 1.
Corollaire 2. Soient m1 et d2 des entiers et =, * des re els ve rifiant
0<=<*<d. Soient %1 , ..., %m des nombres alge briques re els de degre stricte-
ment supe rieur a d. Il existe un re el H3 , ne de pendant que de %1 , ..., %m , * et
=, ve rifiant la proprie te suivante. Pour tout H>H3 , il existe des nombres
alge briques re els :1 , ..., :m tels que, pour tout entier 1im, on ait
deg(:i)=d, H1&=*H(:i)H et |%i&: i |H(: i)&d&1+=.
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Nos Corollaires 1 et 2 de pendent directement de the ore mes de V. G.
Sprindz uk et W. M. Schmidt, dont les de monstrations sont de nature inef-
fective. Par conse quent, notre me thode ne permet pas de de terminer
explicitement les re els H2 et H3 .
Les e nonce s pre ce dents concernent exclusivement l’approximation des
nombres re els. Cependant, le cas des nombres complexes non re els se traite
exactement de la me^me manie re, en faisant re fe rence aux re sultats corres-
pondants de E. Wirsing, V. G. Sprindz uk et W. M. Schmidt. On obtient
alors l’e nonce suivant, qui ne couvre pas l’approximation par des rationnels,
ni par des nombres quadratiques.
The ore me 1$. Soient d3 un entier et % un nombre complexe non re el
qui n’est pas alge brique de degre d. On suppose que wd (%)=(d&1)2 et
que wd&1(%)<(d&1)2. Soient = et * des re els ve rifiant 0<=<*<(d&1)2.
Alors, il existe un re el H4 , ne de pendant que de %, * et =, et, pour tout
HH4 , un nombre alge brique re el : ve rifiant
deg(:)=d, H1&=*H(:)H et |%&:|H(:)&d2&12+=.
Dans leur travail [9], M. Laurent 6 D. Roy de montrent le re sultat
suivant, dont la preuve implique en particulier leur e nonce (2), mentionne
dans l’introduction.
The ore me LR. Soient % un nombre complexe transcendant, a et b deux
nombres re els 1, (dn)n0 une suite croissante (au sens large) d’entiers
positifs, et (tn)n0 une suite croissante (au sens large) de nombres re els
positifs. On suppose que pour tout n0 on a,
dn26, tn2 dn , dn+1a dn , tn+1b tn .
Alors il existe une infinite d’entiers n0 ayant la proprie te suivante: pour
chacun de ces n, il existe un nombre alge brique : ve rifiant
(1000 max[1, (ab)24])&1 dndeg(:)dn , +(:)tn
et log |%&:|&(500 max[1, (ab)24])&1 dn tn .
Le The ore me LR n’apporte cependant aucun renseignement sur la suite
des entiers n ve rifiant la proprie te requise, ni sur la hauteur des approximants.
Le re sultat suivant, qui pre sente une proprie te d’approximation satisfaite par
presque tout nombre complexe transcendant, le comple te sur ces deux points.
En outre, il a l’avantage de ne plus faire appel a des suites de re els (dn)n0 et
(tn)n0 . On souligne toutefois de s a pre sent que le The ore me 2 n’est pas
valable pour tous les nombres complexes transcendants (cf. The ore me 3).
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The ore me 2. Soient d8 et t40d deux re els. Alors, pour presque tout
nombre re el (resp. complexe) transcendant %, il existe un re el t0 , et, pour tout
tt0 , un nombre alge brique re el (resp. complexe) : ve rifiant
d
24
deg(:)d,
t
140
+(:)t et &
21
5
dtlog |%&:|&
dt
850
.
Dans le cas de l’approximation des nombres re els, nous de montrons
(cf. le The ore me 4 ci-apre s) un re sultat comple mentaire.
Applique a t=}d24, le The ore me 2 conduit imme diatement au
Corollaire 3, qui comple te le Corollaire 2 de [9] et le The ore me 3.2 de
[14]. Une nouvelle fois, notre e nonce a l’avantage de tre s bien contro^ler la
hauteur et le degre des approximants, mais de ne pas e^tre valable pour tout
nombre re el transcendant, a l’inverse des re sultats de [9] et [14].
Corollaire 3. Soit } un nombre re el supe rieur a 960. Pour presque tout
nombre re el (resp. complexe) %, il existe un entier d0 et, pour tout dd0 , un
nombre alge brique re el (resp. complexe) : ve rifiant
}
3360
h(:)},
d
24
deg(:)d et
&
7
40
} d 2log |%&:|&
} d 2
20400
.
K. Mahler et J. Koksma ont classifie les nombres complexes suivant la
qualite de leurs approximations alge briques et les ont re partis en quatre
cate gories, la premie re regroupant les nombres alge briques. Pour plus de
de tails, le lecteur est invite a consulter l’ouvrage de T. Schneider [18]. On se
contente de rappeler la de finition d’un U-nombre de Mahler (ou U*-nombre de
Koksma, les deux classifications e tant en fait e quivalentes).
De finition. Le nombre complexe transcendant ! est un U-nombre
(resp. un U*-nombre) s’il existe un entier n1 pour lequel wn(!) (resp.
wn*(!)) est infini.
Le The ore me 2 ne peut cependant e^tre vrai pour tous les nombres re els
ou complexes % que l’on souhaite approcher. En effet, le re sultat ci-dessous
montre qu’il faut, en particulier, exclure le cas des U-nombres re els, qui, on
le rappelle, constituent un ensemble non de nombrable.
The ore me 3. Soit ! un U-nombre et soit n1 un entier pour lequel
wn*(!) est infini. Soient a1, b1 et c1 des re els strictement positifs. Soit
D un entier supe rieur a 2nbc. Alors il existe une suite de re els positifs
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(Xk)k1 , strictement croissante vers l ’infini, satisfaisant la proprie te suivante.
Si, pour un entier k1, le nombre alge brique ; ve rifie
Ddeg(;)aD et Xk+(;)bXk ,
alors
log |!&;|&cD Xk .
Ce re sultat confirme l’ide e qu’un nombre re el ayant de tre s bonnes
approximations alge briques ne peut pas avoir de trop nombreuses bonnes
approximations.
3. UNE LOI DU 01
Soient td1 deux re els et posons
Q (d, t) :=[# # Q | [Q(#) : Q]d, +(#)t].
Dans le travail [20], M. Waldschmidt a e tudie la distribution des ensembles
Q (d, t) dans le plan complexe et, a cet effet, il a introduit, pour un nombre
complexe transcendant % et un re el }>0, l’ensemble
E}(%) :=[(d, t); tdd0 , min
# # Q (d, t)
|%&#|exp[&} dt]],
ou d0 est un re el suffisamment grand (de pendant de %). Il a ainsi observe
que si les ensembles Q (d, t) e taient ‘‘bien distribue s’’ dans le plan complexe,
alors pour } assez grand, E}(%) serait vide, tandis que pour } assez petit
l’ensemble comple mentaire Ec}(%) serait vide. Cependant, il est possible de
construire des nombres transcendants % pour lesquels ces deux proprie te s
ne sont pas ve rifie es pour une suite infinie de couples (d, t) avec d et t non
borne s. A contrario, elles sont vraisemblablement satisfaites par presque
tout %: la seconde proprie te de coule du Lemme 5 ci-dessous, alors que la
premie reavec la contrainte additionnelle t40d, omise dans [20]se
de duit du The ore me 2.
Il semble en fait tre s proble matique de se de barrasser d’une condition
technique liant d et t, ou encore de remplacer la constante 40 dans
l’ine galite ci-dessus par un re el positif arbitrairement petit (ou me^me par
1), et ce me^me en affaiblissant les autres constantes nume riques du
The ore me 2. La condition td impose e par M. Waldschmidt para@^t par
conse quent arbitraire et peu naturelle; en outre, la pre sence de d0 dans la
de finition de E}(%) entra@^ne un certain flou. Pour pallier ces difficulte s, nous
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proposons de conside rer non plus des sous-ensembles de couples (d, t),
mais directement les sous-ensembles de R ou C suivants:
RF} := ,
}$<}
,
d01
.
h01
,
dd0
,
th0d
.
# # Q (d, t) & R
]#&e&}$ dt, #+e&}$ dt[,
RF$} := ,
}$>}
.
d01
.
h01
,
dd0
,
th0d
,
# # Q (d, t) & R
]#&e&}$ dt, #+e&}$ dt [ c,
CF} := ,
}$<}
.
d01
.
h01
,
dd0
,
th0d
.
# # Q (d, t)
B(#, e&}$ dt)
et
CF$} := ,
}$>}
.
d01
.
h01
,
dd0
,
th0d
,
# # Q (d, t)
B(#, e&}$ dt)c,
ou } est un re el positif et la notation c de signe l’ensemble comple mentaire.
En outre, pour % # R, on de finit
}0(%) :=max[}>0 | % # RF}]
et
}$0(%) :=min[}>0 | % # RF$}],
en convenant que }0(%)=0 (resp. }$0(%)=) si % n’appartient a aucun
ensemble RF} (resp. RF$}).
Notre de finition et celle de M. Waldschmidt sont tre s lie es, en ce sens
queles guillemets indiquent un le ger manque de rigueur‘‘si le nombre
transcendant % appartient a CF} , alors il existe d0(%) tel que le comple men-
taire de E}(%) (de fini avec d0(%)) est vide’’ et ‘‘si le nombre transcendant %
appartient a CF$} , alors il existe d $0(%) tel que E}(%) (de fini avec d $0(%)) est
vide’’.
L’inte re^t principal de notre de finition est que l’on a pour tout % les
e galite s
}0(%+1)=}0(%) et }0(2%)=}0(%).
Ceci est tre s naturel car approcher %, %+1 ou 2% constitue bien le me^me
proble me. Or cet aspect n’est pas clairement respecte avec la de finition de
M. Waldschmidt lorsque l’on s’inte resse, par exemple, au plus petit } tel
que le comple mentaire de E}(%) est vide, notamment a cause de la condi-
tion liant t et d.
Un argument classique de the orie ergodique nous permet alors de
de montrer le re sultat d’approximation suivant, qui constitue une nouvelle
illustration de la loi du 01.
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The ore me 4. Il existe deux re els }~ et }~ $ tels que presque tout nombre
re el % ve rifie }0(%)=}~ et }$0(%)=}~ $. En outre, on a
1850}~ }~ $1.
En d’autres termes, le The ore me 4 affirme que la qualite de l’approxima-
tion par des nombres alge briques est la me^me pour presque tout nombre
re el. Il est par ailleurs naturel de conjecturer que les constantes }~ et }~ $ sont
e gales a 1.
4. SUR L’AME LIORATION EFFECTIVE DE L’INE GALITE
DE LIOUVILLE
Soit K un corps de nombres re el et soit % un nombre alge brique re el
n’appartenant pas a K. On dit que + est une mesure d’irrationalite effective
(resp. ineffective) de % relativement au corps K s’il existe une constante
effective (resp. ineffective) C(%)>0 telle que, pour tout : # K, on ait
|%&:|>C(%) HK(:)&+,
ou HK(:) est la hauteur na@ ve du polyno^me Pndeg(:), ou n=[K : Q] et
P # Z[X] est le polyno^me minimal de :. On note +eff(%, K), (resp.
+ineff (%, K)) la borne infe rieure des mesures d’irrationalite effectives (resp.
ineffectives) de % relativement a K.
Le the ore me de K. F. Roth [12] affirme que +ineff (%, K)=2, alors que,
du point de vue effectif, la premie re ame lioration ge ne rale de l’estimation
facile +eff (%, K)[K(%) : K] est due a N. I. Feld’man [7] et repose sur la
the orie des formes line aires de logarithmes de veloppe e par A. Baker [1].
Par cette me thode, on obtient (cf. [5])
+eff (%, K)[K(%) : K]&’(%, K),
ou ’(%, K)>0 est une constante nume rique tre s petite. De meilleurs
re sultats effectifs sont connus, mais ils ont l’inconve nient de n’e^tre valables
que pour des classes restreintes de nombres alge briques re els %.
Dans le travail [4], E. Bombieri 6 J. Mueller abordent ce proble me
diffe remment et montrent que, pour tout ’>0, pour tout re el alge brique %
de degre r3, il existe une infinite de corps de nombres re els K de degre
e gal a r&1, pour lesquels +eff (%, K)2+’. Leur de monstration repose sur
une formulation explicite du principe de Thue, due a E. Bombieri [2] et a
E. Bombieri 6 J. Mueller [3], combine e a un re sultat d’approximation du
me^me type que notre re sultat principal, mais cependant moins pre cis.
24 YANN BUGEAUD
Reprenant leurs arguments, l’application du The ore me 1 conduit a l’e nonce
suivant, qui ge ne ralise le Theorem 1 de [4].
The ore me 5. Soit % un nombre alge brique re el de degre D3. Soient
’>0 et d un entier ve rifiant 2d<D. Il existe une infinite de corps de
nombres re els K, de degre exactement e gal a d, tels que
+eff (%, K)2
D
d+1
+’.
En particulier, il existe une infinite de corps de nombres re els K de degre e gal
a D&1 tels que
+eff (%, K)2+’,
et il existe une infinite de corps de nombres quadratiques re els K tels que
+eff (%, K) 23 D+’.
Remarque. Le The ore me 1 nous permet d’obtenir des renseignements
comple mentaires sur les discriminants des corps de nombres relativement
auxquels % posse de une bonne mesure d’irrationalite effective.
5. RE SULTATS AUXILIAIRES
Les Lemmes 1 et 2 reprennent des re sultats classiques sur la hauteur des
polyno^mes et la distance entre deux nombres alge briques.
Lemme 1. Soient P1 , ..., Pk des polyno^mes a coefficients entiers en une
inde termine e et soit P leur produit. Notons d le degre de P. On a alors
l ’encadrement
2&d ‘
k
i=1
H(Pi)H(P)2d ‘
k
i=1
H(Pi).
De monstration. Une de monstration de ce re sultat, originellement du^ a
Gelfond, se trouve par exemple dans [9]. K
Lemme 2. Soient : et ; deux nombres alge briques distincts de degre s
deg(:) et deg(;), et de mesures +(:) et +(;), respectivement. On a alors
log |:&;|&(log 2) deg(:) deg(;)&deg(:) +(;)&deg(;) +(:).
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De monstration. Il s’agit d’un cas particulier de l’ine galite de Liouville,
qui se de duit, par exemple, de [15], Lemma 1.5. K
Le Lemme 3 s’inspire du travail de D. Roy 6 M. Laurent [9].
Lemme 3. Soit % un nombre complexe. Pour tout entier d8 et pour tout
re el td suffisamment grand en fonction de %, il existe un polyno^me non nul
P # Z[X] irre ductible tel que
deg(P)d, +(P)t et log |P(%)|& 314 (d +(P)+deg(P) t).
De monstration. Le Lemme 1 de [9] avec ;=37 assure l’existence d’un
polyno^me Q non nul ve rifiant
deg(Q)d, +(Q)t et log |Q(%)|&37 dt.
Ecrivons Q=Q1 } } } Qm comme produit de polyno^mes irre ductibles. Il existe
un indice i pour lequel
log |Qi (%)|& 314 (d +(Qi)+deg(Qi) t),
car sinon, compte tenu de l’additivite de la mesure et du degre , on obtiendrait
log |Q(%)|> :
m
i=1
log |Qi (%)|>& 314 (d+(Q)+deg(Q) t)&
3
7 dt.
Le polyno^me Qi posse de les proprie te s demande es. K
Lemme 4. Soient % un nombre complexe, d un entier positif et P un
polyno^me non nul a coefficients entiers de degre au plus d. On suppose P sans
racine multiple et |P(%)|1. Alors, si : est une racine de P situe e a distance
minimale de %, on a pour tout entier s>0 la majoration
|%&:| s(s+1)2d d2 M(P)d 2ds |P(%)| s.
De monstration. Il s’agit du Lemme 3 de G. Diaz [6]. K
Lemme 5. Pour presque tout nombre re el (resp. complexe) %, il n’existe
qu’un nombre fini de polyno^mes irre ductibles P # Z[X] tels que
log |P(%)|<&5 deg(P) +(P)&7 deg2(P). (8)
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De monstration. Soit % un nombre complexe transcendant. Soit P un
polyno^me irre ductible de degre d1 tel que |P(%)|1. Le Lemme 4
applique avec s=1 assure l’existence d’une racine : de P telle que
|%&:|d d2 M(P)d 2d |P(%)|. (9)
Si % ne ve rifie pas la conclusion du lemme, alors il existe une infinite de
polyno^mes irre ductibles pour lesquels (8) est satisfaite, et donc, d’apre s (9),
une infinite de nombres alge briques : tels que
log |%&:|
deg(:)
2
log deg(:)+(log 2) deg(:)&4 deg(:) +(:)&7 deg2(:).
Compte tenu de l’estimation +(:)log H(:)&(log 2) deg(:) de duite de
(4), il existe une infinite de nombres alge briques : ve rifiant
log |%&:|&4 deg(:) log H(:)
+deg(:) \&(7&4 log 2) deg(:)+log deg(:)2 +log 2+
&4 deg(:) log(2H(:)).
On observe que la somme de leur degre et de leur hauteur tend vers
l’infini. Comme le nombre de nombres alge briques de degre au plus d et de
hauteur au plus H est majore par d(2H+1)d, il suffit, pour montrer que %
appartient a un sous-ensemble de R (resp. de C) de mesure nulle, de noter
que la se rie double d1 H1 d(2H+1)d+1 (2H)&4d (resp. la se rie
double d1 H1 d (2H+1)d+1 (2H)&8d ) converge. Cette dernie re affir-
mation est claire puisque, pour d1 et H1, on a d(2H+1)d+1 (2H)&4d
2&d+1H&3d+1 et que d1 H1 2&d+1H&3d+1d1 ?2 2&d3?23.
K
Lemme 6. Soit P(X)=a0 >di=1 (X&: i ) un polyno^me a coefficients
complexes, de coefficient dominant a0>0. Soient ! un nombre complexe
quelconque et \>0. Alors il existe un re el explicite c1 , ne de pendant que de
d, ! et \, tel que
‘
j tel que |!&:j | <\
|!&:j |c1
|P(!)|
H(P)
.
De monstration. Il s’agit d’une partie du Hilfssatz 2 de E. Wirsing [22].
K
Le The ore me 5 repose sur la version suivante du principe de Thue,
e nonce e dans [4].
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The ore me BM. Soit K un corps de nombres re el et soit % un nombre
alge brique re el de degre D2 sur K et ve rifiant |%|<1. Pour tout : # K avec
|%&:|<1 et pour tout re el a ve rifiant 0<a<1, on a la majoration
+eff (%, K)
2(D+a2)[K : Q]
(1&a)2
}
log h(:)+(Da2)(log h(%)+1)
log(1|%&:| )
.
De monstration. Il s’agit d’un corollaire du principe de Thue obtenu
par E. Bombieri 6 J. Mueller [3], dont la de monstration est pre sente e
dans [4]. K
6. DE MONSTRATIONS DES THE ORE MES
De monstration du The ore me 1. Elle reprend des arguments de E. Wirsing
[22]. On peut sans restriction aucune supposer =<d&wd&1(%) et 0<%14.
Soit H>0 un re el. Notons V la valeur absolue du de terminant de la matrice
de Van der Monde forme e sur (%, 1, ..., d). Le the ore me de Minkowski assure
l’existence d’un polyno^me P non nul, de degre au plus d, a coefficients entiers,
tel que
|P(%)|2&2d H&d+=
max[ |P(1)|, ..., |P(d&1)|](22d+1 V)1(d&1) H1&=(d&1) (10)
|P(d )|H.
Nous allons montrer que, pourvu que H soit assez grand, le polyno^me P
ainsi obtenu est irre ductible de degre e gal a d, et ses d racines sont proches
des d re els 1, ..., d&1 et %.
En re solvant le syste me de Cramer, on constate tout d’abord que
H(P)H, (11)
si H est assez grand (en fonction de % et de =).
Supposons le degre de P infe rieur ou e gal a d&1 et soit ’>0 ve rifiant
=<’<d&wd&1(%). Par de finition de wd&1(%), on a, pourvu que H soit
assez grand, |P(%)|H(P)&d+’, et ceci, joint a (11), contredit la premie re
ine galite de (10). Par conse quent, P est de degre d.
Comme wd (%)=d, si &>0 est fixe , on a |P(%)|H(P)&d&&, pourvu que
H soit suffisamment grand. Combine a (10) et a (11), on en de duit que
H(P)H1&(=+&)(d+&). (12)
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Il reste a montrer que P est irre ductible et posse de une racine tre s proche
de %. Pour cela, on utilise le me^me raisonnement que E. Wirsing [22].
Notons :1 , ..., :d les ze ros de P. L’ide e consiste a prouver que les disques
de rayon 14 centre s en %, 1, ..., d&1 contiennent chacun un et un unique
ze ro de P. D’apre s le Lemme 6, (10) et (12) avec &=d, pour ‘ # [%, 1, ...,
d&1], il existe des re els explicites c2 , c3 et c4 , ne de pendant que de %, d
et =, tels que
‘
j tel que |‘&:j |14
|‘&:j |c2
|P(‘)|
H(P)
c3 H&=(d&1)+=(d+1)(d
2+=)
c4 H&=d
3
,
quantite qui tend vers ze ro quand H tend vers l’infini. On de duit alors que,
pour H assez grand, le disque de centre ‘ et de rayon 14 contient au
moins, et donc exactement, un ze ro de P. Par suite, toutes les racines de
P sont re elles et, si :1 de signe le ze ro de P le plus proche de %, on obtient,
comme 0<%<14,
|P(%)|=|ad | } |%&:1 | ‘
d
j=2
|%&:j |
2&d+1 |ad | } |%&:1 | ‘
d
j=2
|:j |
2&d |%&:1 | M(P),
donc, par (4) et (10),
|%&:1 |22d
|P(%)|
H(P)
H(P)&d&1+=.
Pour H suffisamment grand, :1 est de degre d, car sinon on aurait w*d&1(%)d,
en contradiction avec (5) et l’hypothe se wd&1(%)<d. En choisissant &
min[=d, =(d&*)(*&=)] dans (12), on obtient H(P)H1&=*, comme
requis. K
De monstration du The ore me 2. Soit % un nombre complexe transcen-
dant ve rifiant la conclusion du Lemme 5. Soient d8 et t40 d deux
nombres re els. Si t est suffisamment grand, le Lemme 3 permet d’associer
au couple (d, t) un polyno^me non nul P irre ductible ve rifiant
deg(P)d, +(P)t et log |P(%)|& 314 (d +(P)+deg(P) t).
(13)
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En outre, comme log |Q(%)| reste minore lorsque Q de crit un ensemble fini
de polyno^mes, le Lemme 5 assure l’existence d’un re el t1 tel que
log |P(%)|&5 deg(P) +(P)&7 deg2(P) (14)
pour tout tt1 . Soit t un re el supe rieur a t1 . Le degre de P est au moins
e gal a d24, car sinon, compte-tenu de l’hypothe se technique
t40d, (15)
on de duirait de (13) l’estimation
log |P(%)|& 314 (24 deg(P) +(P)+40 deg
2(P))
&5.1 deg(P) +(P)&8 deg2(P),
qui contredit (14).
D’autre part, si +(P)t140, on a
log |P(%)|& 314 d+(P)&
1
28 t deg(P)&
5
28 t deg(P)
&5.2 +(P) deg(P)&7.1 deg2(P),
en utilisant (15). Ceci contredit (14), par conse quent, on a construit un
polyno^me P irre ductible ve rifiant
d24deg(P)d et t140+(P)t.
Le Lemme 4 entra@^ne alors, pour tout entier s1, l’existence d’une racine
: de P telle que
|%&:|
d log d
s(s+1)
+
2d log 2
s+1
+
84&123s
5880s(s+1)
dt
1176&390s
23520s(s+1)
dt.
Il suffit alors de choisir s=7 pour obtenir le re sultat annonce .
Par ailleurs, on a la majoration triviale
log |P(%)|(log 2) deg(P)+deg(P) +(P)+log |%&:|,
de laquelle on de duit, par (14),
log |%&:|&4 deg(P) +(P)&(7+log 2) deg2(P).
On conclut en notant que deg(P)dt40. K
De monstration du The ore me 3. L’hypothe se sur ! entra@^ne, via (4), qu’il
existe deux suites (+k)k et (*k)k de re els positifs, strictement croissantes vers
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l’infini, et, pour tout k1, un nombre alge brique :k de degre majore par
n, de mesure e gale a +k et ve rifiant
log |!&:k |&*k +k .
Soient a1, b1 et 0<c1 des re els, D2nbc un entier et k1 un
entier suffisamment grand pour que l’on ait +k4 et *k4anD. Supposons
qu’il existe un nombre alge brique ; ve rifiant
Ddeg(;)aD,
*k +k
cD
+(;)b
*k +k
cD
et log |!&;|&*k +k .
Le Lemme 2 conduit alors a la minoration
log |;&:k |&(log 2) naD&nb*k +k (cD)&aD+k ,
qui, du fait de nos hypothe ses, contredit l’estimation
|;&:k | |;&!|+ |!&:k |2 e&*k +k.
Le The ore me 3 est ainsi de montre . K
De monstration du The ore me 4. Soient % un nombre re el et } un re el
positif. Du fait des e galite s }0(%)=}0(%+1), on peut conside rer l’ensemble
F } :=RF} & [0, 1[. Notons T la multiplication par 2 de finie sur le tore
[0, 1[, muni de la mesure de Lebesgue. L’exemple (3) page 25 du livre de
Walters [21] nous assure que T est ergodique. Par de finition de l’ergodicite ,
ceci signifie que tout sous-ensemble de [0, 1[, mesurable et stable par T, est
de mesure nulle ou de mesure totale. Comme }0(T%)=}0(%), on a TF }=F }
et la mesure de Lebesgue de F } vaut 0 ou 1. Afin de de montrer l’existence de
la constante }~ et de la minorer, il suffit de noter que F}1 /F}2 si }1}2 et que
le The ore me 4 assure que pour presque tout % on a }0(%)1850. En outre,
comme pour tout 0<=<} les ensembles RF} et RF$}&= sont disjoints, on a
}$0(%)}0(%). De plus, si % ve rifie wd*(%)=d pour tout entier d1, il est facile
de voir que }0(%)1 et }$0(%)1. Ainsi, d’apre s le re sultat de Sprindz uk cite
avant le Corollaire 1, on a }0(%)1 et }$0(%)1 pour presque tout %. Le me^me
argument de the orie ergodique applique a RF$} assure l’existence de }~ $. K
De monstration du The ore me 5. On peut, sans restriction, supposer que
% ve rifie |%|<12. Soit H un entier suffisamment grand. Compte-tenu du
The ore me 1 et des ine galite s (4), il existe une infinite de re els alge briques
: de degre d et ve rifiant
log H
d
&log 2log h(:)
log H
d
+
log(d+1)
2d
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et
log
1
|%&:|
(d+1&’D) log H.
Notons K le corps Q(:). Comme 2[K(%) : K]D, le The ore me BM
assure que, pour tout re el a strictement compris entre 0 et 1, on a
+eff (%, K)
2(D+a2) d
(1&a)2 \
1
d (d+1&’D)
+
c5
a2 log H+ ,
ou c5 (de me^me que c6 ci-dessous) de signe une constante explicite, ne
de pendant que de %. A l’instar de E. Bombieri 6 J. Mueller [4], on choisit
a de l’ordre de (log H)&13, et on obtient
+eff (%, K)2
D
d+1
+
’
2
+c6(log H)&13.
Ainsi, il existe une infinite de nombres re els alge briques : de degre d tels
que
+eff(%, Q(:))2
D
d+1
+’,
et le The ore me 5 est de montre . K
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